Internetova matematicka olympiada
8. ro¢nik, 24. 11. 2015
1. Bavi se student Fakulty strojniho inzenyrstvi VUT v Brné (FSI) s kamarddem:

Kamarad: ,, Co jsi tak vesely? Néco slavis?“

Student FSI: ,,Jd primo ne, ale nase Fokulta strojniho inZenyrstvi slavi tento rok vyznamné
vyroci svého zaloZend.“

Kamarad: , Nepovidej. A kolikdté uz?“

Na to se student FSI jen usmal a prozradil dvé indicie, jak to zjistit:

oo

1

A) Souctem rady Zln (1 - k:2> ziskejte ¢islo s.

k=2

~N7 Y . 57 2 2 ~ o~ / . . ,
B) Cislo s dosad’te do rovnice s + In 2 = In(1 — z)° — In(z* — 1) a FeSenim z rovnice je hledané
vyro¢i Fakulty strojniho inzenyrstvi.
Za pomoci indicii A) a B) vypoctéte, kolikaté vyroci FSI v roce 2015 slavi.
Reseni piikladu 1: Pro uréeni souétu s zadané nekonecéné fady je nejdiive nutné spoéitat s, coz
je n-ty Castecny soucet, pro jehoz vypocet pouzijeme nasledujici vzorce pro logaritmus soucinu
In(ab) =Ina + Inb,

logaritmus podilu
In (%) =lIna—Inb

Ina® = blna.

Upravime jednotlivé ¢leny sumy a vSimneme si, ze se nékteré odec¢tou. Tedy

sn:Zln <1_k2> :Zln( 12 ) :Z(ln(k—l)—ank:—i-ln(k:—}-l)) =
k=2 k=2 k=2
=0-2In2+In3+n2-2n3+In4+In3-2n4+In5+In4-2In5+n6+In5—-2In6+In7+---
~+++1In(n—5)—2In(n —4) +In(n —3) + In(n — 4) — 2In(n — 3) + In(n — 2)+
+In(n—3)—2In(n—2)+In(n—1)+In(n—2)—2In(n—1)+lnn+In(n—1) —2Inn+In(n+1) =
n+1

=—In2+Inn—-2lnn+In(n+1)=—-In2+1In :
n

Nyni, kdyz jiz mame n-ty ¢asteény soucet s, spocitany, potiebujeme z néj udélat limitu, abychom
dostali soucet s nekone¢né fady z indicie A).

n—00 n—o00 n

1 1
s= lim s, = lim (—ln2—|—lnn+ >:—ln2:ln2.

Ted ndm zbyva pouzit indicii B), tedy soucet s fady dosadime do zadané rovnice a rovnici
vyftesime.
1 57 2 2
Inj+Ingg = In(1l—2)°—In(z*—1)

57 (1—x)2
5T (1-a)
58  a2-1
ﬂ_ z—1

58 ax+1

r= 115

Fakulta strojniho inZenyrstvi slavi tento rok 115. vyroéi od svého zaloZeni.



2. Je dana kruznice k se stfedem v bodé O a polomérem r, kde > 0. Na kruznici k£ jsou dany body

A a B tak, ze pro stfedovy thel a = <AOB plati a < 60°. Na polopiimce AO urceme bod C
tak, ze |AC| = 3r. V bodé A sestrojme teénu ¢ ke kruznici k. Prusecik tecny ¢ a polopiimky CB
oznacme D, viz Obréazek 1.

a) Urcete obecné hodnotu rozdilu délky kruhového oblouku AB a tsecky AD v zavislosti na
poloméru r a uhlu .

b) Sestavte tabulku, ve které tento rozdil vycislete s piesnosti na 5 desetinnych mist pro
hodnotu poloméru r = 10 ¢m a thel o = 30°. Tabulku pro nazornost dopliite o vypocet rozdilu
pro r = 10 c¢m a thel o = 60° s védomim, ze tento tihel neni podle zadani piipustny.

Y|

Obréazek 1: K zadani piikladu 2

Reseni piikladu 2: Zaved'me pravothlou soufadnou soustavu tak, ze po¢atek zvolime v bodé O
a primku OA zvolime jako osu z. Body B a C maji pak souradnice B = [rcosa,rsina] a C' =
[—2r, 0]. Rovnici piimky C'B uré¢ime ve smérnicovém tvaru vyfesenim soustavy dvou rovnic pro

neznamé a a b, tedy

CB: y= axr—+5b
CeCB: 0= a-(=2r)+b
BeCB: rsina= a-rcosa+b
rsina = a(rcosa+ 2r)
rsin o sin «v
a = = y
rcosa—+2r cosa+ 2
sin o
b= —— - 2r.
cosa + 2
Ptimka C'B m4 tedy rovnici
sin av sin «v
= . — 2. 1
y cosa + 2 v cosa + 2 " (1)

Primka AD mé4 rovnici

r=Tr.

(2)

Hleddme soufadnice bodu D, ktery je prisecikem pifmky AD s pifmkou C'B. Resenim soustavy

rovnic (1) a (2) dostadvdame

sin « sin
= — — 27,
cosa + 2 cosa + 2
sin
y =3r- —
cosa + 2



a bod D ma tedy soufadnice D = [7‘, 3r . Sna }

cos a+2

Délka tsecky AD je délka vektoru zﬁ = (0, 3r - COSSiZi2>, tedy

. 2 .
AD] = /02 + (3r. 22 ) —3p. 2T
cosa + 2 cosa + 2

Délka oblouku AB je dana jako ‘ZE‘ =ar.

Pro vyfeseni otdzky a) nyni staci urcit rozdil délky oblouku AB a délky dsecky AD jako

‘ZE‘ — |AD| —ar—3r —— %
cosa + 2

Mnohem nazornéjsi predstavu o vyznamu provedené Sobotkovy rektifikace, ktera s dostatecnou
presnosti nahrazuje délku oblouku délkou tsecky, nam da sestaveni Tabulky 1 pozadované
v ¢asti b) pro konkrétni hodnotu poloméru r = 10, hodnotu thlu a = 30° a dhlu a = 60°,
ktery ovsem formalné Sobotkova rektifikace jiz nepfipousti.

T ™
:1 — R :6002—
T 0 cm a =30 5 « 3
_ . 1 . N
‘AB‘—|AD| T10-3-10- —2— =0,00226 | =-10—3-10 - 12— = 0,07967
6 §+2 3 §—|—2

Tabulka 1: Rozdil délky oblouku AB a tisecky AD ziskané Sobotkovou rektifikact



3. Reste soustavu rovnic a feseni zduvodnéte

a+ B =115°, (3)

cos®(a — B) — cos®(a — f3) cos? B + 2sin(a — ) cos(a — f3) sin B cos B +

2 1
+ sin?(a — ) cos? B + ((3052 % — sin? %) =—=. (4

Reseni piikladu 3: Uved'me piehled vzorci, které behem feeni vyuzijeme.

sin(a + ) = sinacos B + cos asin 3, (5)
cos 2a = cos? o — sin a, (6)
sin? o + cos® a = 1. (7)

Na zdkladé rovnosti (5) odvodime
sina = sin(a — 4 ) = sin(a — ) cos B + cos(a — B) sin 3
a odtud

sin? o = sin?(a—F43) = sin?(a—73) cos? f +2sin(a— ) cos(a—f) sin B cos f+cos? (a—f3) sin? j.
(8)

Ze vztahu (6) odvodime tvar
2 @ . 2
- - . 9
COS ¢ COS S1n ( )

Z prvnich dvou ¢lenti levé strany rovnice (4) vytkneme cos?(a — ) a posledni ¢len upravime
pomoci (9) nésledovné

cos®(a — B)(1 — cos® B) + 2sin(a — B) cos(a — B) sin B cos f + sin®(a — 3) cos? B + sin?(a — B) + cos’ a =

I

N =N =

cos?(av — B) sin? B + 2sin(a — B) cos(av — B) sin 8 cos B + sin®(a — () cos® B + sin?(a — ) + cos® o = —.
Vyuzijeme-li vztahu (8), pak se leva strana rovnice (4) zjednodusi na rovnici

-2 2 1
sim” « + cos a:§,

ktera neni na zdkladé vztahu (7) fesitelna.

Informace obsazend v rovnici (3) nemd na nefesitelnost soustavy zadny vliv.



4. Je dén obecny trojihelnik K LM, viz napiiklad Obrazek 2. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby
bod M byl stfedem ¢tverce ABC D, dale aby piimka AB prochézela bodem K a piimka CD
prochéazela bodem L. Zapiste postup konstrukce.

M

K L

Obrazek 2: K zadani piikladu 4

Reseni piikladu 4: Postup konstrukee:
.ANKLM
. If_’,) r %‘_Ig’ , L' jsou stfedové soumérné s body K, L podle stfedu M
KL, LK
<——

.m; mLKL , Mem

—
.R; Re mNKL
k; k(R,r = |RM])

<

.A B; A,Be /;c_ﬂ)KL’
.C,D; C,DeLK' |AB| = |BC| = |CD|
. Ctverec ABC'D

© 00 J O U = W N =

Obrézek 3: Resen{ piikladu 4



5. V tovarné se na dvou vyrobnich linkdch vyrabi barevné Zelé bonbény v barvé Cervené, zelené
a modré. Prvni linka vyrdbi dvakrat vice bonbént nez druhd. Prvni linka vyrobi zelé bonbény
v barviach v poméru 0,25 : 0,25 : 0,5, druhd linka vyrobi Zzelé bonbdény v barviach v poméru
0,1:0,5:0,4. Bonbény z obou linek se na konci tovarny smichaji dohromady a bali se do baleni
po 10 kusech. Jeden takovy balicek si koupim.
a) Jakd je pravdépodobnost, ze prvni bonbén vytazeny z koupeného balicku, bude éerveny?
b) Jaka je pravdépodobnost, ze tento ¢erveny bonbén byl vyroben na druhé lince?
Reseni piikladu 5: V feseni tohoto pifkladu jsme se dopustili chyby, feseni jsme opravili.
Cervené jsou uvedeny spravné hodnoty. Omlouvame se. Situaci pfi vyrobé si graficky znézornime

na Obréazku 4. V prvni trovni rozdélime zelé bonbény dle linek a jednotlivym vétvim piifadime
podil vyroby. Ve druhé urovni rozdélime dle poméru vyrobenych bonbént.

zelé bonbony

2/3 1/3
1. linka 2. linka
1/4 1/2 1/10 2/5
/ 1/4 / 1/2
dervené | modré  ¢ervené | modré
zelené zelené

Obrazek 4: Opravené grafické zndzornéni vyroby v ptikladu 5

V dalsim kroku spocitame procentudlni pomér P() vyrobenych bonbénu dle linky a barvy
v celé smési bonbént na konci tovarni vyroby. Funkei P() lze také chépat jako pravdépodobnost
vyrobeni daného kusu zelé bonbénu. Protoze jevy vyroba na lince a barva bonbénu jsou nezévislé,
pak pro jevy A a B plati P(AA B) = P(A) - P(B) a muzeme jednotlivé idaje zapsat ve tvaru

P(1. linka A ¢erveny z 1. linky) = P(1. linka) - P(¢erveny z 1. linky) = % i é,
P(1. linka A zeleny z 1. linky) = P(1. linka) - P(zeleny z 1. linky) = ; i = é,
P(1. linka A modry z 1. linky) = P(1. linka) - P(modry z 1. linky) = ; % = %,
P(2. linka A ¢erveny z 2. linky) = P(2. linka) - P(Cerveny z 2. linky) = % % 310,
P(2. linka A zeleny z 2. linky) = P(2. linka) - P(zeleny z 2. linky) = % % é

P(2. linka A modry z 2. linky) = P(2. linka) - P(modry z 2. linky) = é % 125

Pii feSeni ¢asti a) nema velikost baleni bonbéntu zadny vliv na barevné slozeni smési bonbénu.
Pravdépodobnost, ze prvni zelé bonbdén bude ¢erveny, je rovna

1 6
P(1. linka A Cerveny z 1. linky) + P(2. linka A Cerveny z 2. linky) = — — =0,2.

6 30 30

Pii feseni ¢asti b) vime, Ze vytazeny bonbén Gerveny je a ptdme se na pravdépodobnost vyroby
takového bonbénu na druhé lince tovarny. Jednd se zde o tzv. podminénou pravdépodobnost a lze
.. " o o ; . s vz . - podil pFiznivych jevu
jivypocitat pomérem pravdépodobnosti za pomoci klasické pravdépodobnosti jako cclkovy podil jovii
coz v nasem piipadé znamend

P(2. linka A Gerveny z 2. linky) B % 1 0.16
P(1. linka A ¢erveny z 1. linky) + P(2. linka A cerveny z 2. linky) &+ 35 6




6. Je dédna kruznice k se sttedem K = [0,0] a polomérem jedna jednotka. Uvazujme bod A, ktery
lezi na této kruznici a muze se po ni pohybovat. Dédle uvazujme bod B, ktery se muze pohybovat
po tsec¢ce KL, kde L = [2,0]. Body A a B jsou spolu spojeny useckou délky jedna jednotka. Pfi
pohybu bodu A po kruznici se tedy uvadi do pohybu i bod B. Odvodte parametrické rovnice
trajektorie stfedu S tsecky AB. Trajektorii také nakreslete.

Reseni piikladu 6: Bod A lezici na kruznici k ma soufadnice A = [cost,sint], kde parametr
t € R vyjadfuje thel, ktery svird spojnice stfedu kruznice a bodu A s kladnym smérem osy x.
Proto parametrické rovnice kruznice k vytvorené pohybem bodu A jsou

k: z=1-cost
y=1-sint, teR.
Parametrické rovnice tsecky KL jsou
KL: 2=0+2u
y=0+0u, ue01).

Parametr ¢ kruznice a parametr u tsecky spolu souvisi, nebot jsou spolu svazany zadanou délkou
usecky AB. Sestrojme tedy kruznici a se stfedem v bodé A a polomérem |AB| = 1. Parametrické
rovnice kruznice a jsou

a: x=cost+1-cosv
y=sint+ 1 -sinv, teR, veR

Bod B lezi na pruseciku kruznice a s iseckou K L. Resime tedy soustavu rovnic

cost + cosv = 2u, (10)

sint + sinv = 0. (11)

Z rovnice (11) vyplyva, ze sint = — sin v, tedy rovnice (11) mé dvé feSeni, kterd oznacime vy a vy
a plati

vy =—t+2km, keZ, (12)

ve =t+m+2kn, kel (13)

Dosazenim prvniho feSeni (12) do levé strany rovnice (10) obdrzime vztah mezi parametrem ¢
a prvni variantou feSeni parametru u (oznacme uj) ve tvaru

cost + cos(—t + 2km) = 2cost = 2uy,

tedy
uj = cost. (14)

Dosazenim druhého feSeni (13) do levé strany rovnice (10) obdrzime vztah mezi parametrem ¢
a druhou variantou feSeni parametru u (oznac¢me usg) ve tvaru

cost + cos(t + m + 2km) = 0 = 2ug,

tedy
ug = 0. (15)

Zatneme s analyzou jednodussiho piipadu (15), tedy polozime u = 0. Z parametrickych rov-
nic usecky KL, po které se pohybuje bod B, je jasné, ze bod B bude mit vzdy souiadnice
[0,0]. Stied S tsecky AB tedy bude mit soufadnice S = $AB = [1(cost+0), i(sint+0)] =



[% cost, % sin t}, t € R. Tedy hledané parametrické rovnice trajektorie, po které se muze pohy-

bovat bod S, v tomto piipadé jsou

T = icost,

1
y:§sint, teR.

1

Jde o kruznici se stfedem v bodé [0,0] a polomérem 5.

Pro druhé feseni dané rovnosti (14) musime vzit v potaz, ze parametr u € (0, 1). Rovnice u = cost
plati tedy pouze pro thly ¢ € (=5 + 2kn, § + 2kn), k € Z. Druhou hledanou trajektorif je opét
kiivka, po které se pohybuje bod S = %AB = [%(COSt + 2cost), %(sint + 0)] = [% cost, % sin t],
kde t € (=5 + 2km, § + 2km), k € Z, tedy parametrické rovnice trajektorie bodu S jsou

= — t
x 5 cost,
L gint te (=2 +2%m +2%kn) ke
—= — S —_— —
y 2 111 ) 2 7T7 2 ™ )
a jde o pravou polovinu elipsy se stiedem [0, 0], délkou hlavni poloosy % a vedlejsi poloosy %

Na Obréazku 5 je vyznacena trajektorie bodu 5, ktery se muze pohybovat po poloviné elipsy a po
kruznici.

Obrézek 5: Trajektorie stfedii S tsecek AB z piikladu 6



7. Méjme 3™ na prvni pohled identickych minci, kde n € N, mezi kterymi jsou 2 mince fale$né.
Falesné mince jsou lehéi nez mince pravé. Jakym nejmensim poctem vazeni jsme schopni pomoci
dvouramennych vah schopni najit obé lehé¢i falesné mince?

Reseni piikladu 7: Uvazujme nejprve situaci, ze by mezi 3" mincemi byla pouze jedna falesnd
mince. Pak postupujeme nasledovné. Rozdélime 3™ na t¥i stejné velké hromadky po 37~ mincich
a porovname hmotnost hromadek pomoci vah. Najdeme tak tu nejlehéi hromadku, ve které je
falesnd mince. Tuto hromadku opét rozdélime na t¥i stejné velké hromadky, hromadky prevazime
a pii rozhodovani pokracujeme vySe popsanym zpusobem, az po n vazenich najdeme falesnou
minci.

rozdéleni na tfi stejné velké hromddky muZe nastat situace, kdy:

a) obé falesné mince jsou v jedné hromédce,

b) falesné mince jsou ve dvou ruznych hromddkach.

Abychom rozhodli, jestli nastal pfipad a) nebo b) potfebujeme provést 2 vézeni ndsledovné.
Prvnim vézenim zjistime bud ze

a) dvé hromadky vézi stejné, a tedy muze byt v kazdé po jedné falesné minci, nebo v nich
nebude ani jedna,

nebo

B) jedna hromédka je lehéi, a tedy v této hromédce musi byt jedna nebo dvé falesné mince.

V piipadé «) provedeme druhé vézeni, pii kterém porovndme hmotnost tieti hromddky vuci
prvni hromdadce. Je-li tfeti hromadka leh¢i, pak obsahuje dvé falesné mince, je-li tieti hromadka
tézsi, pak neobsahuje zadnou faleSnou minci, a tedy prvni a druhd hroméddka obsahuje po jedné
falesné minci.

V piipadé ) provedeme druhé vézeni, pii kterém porovndme hmotnost teti hromddky vuci té

lehéi jiz zvazené hromddce. Je-li tfeti hromadka tézsi, pak neobsahuje zadnou faleSnou minci,
je-li stejné tézka, tak obsahuje jednu falesnou minci.

Pomoci 2 vazeni jsme tedy schopni rozhodnout, kterd ze tii stejné velkych hroméadek obsahuje
pravé jednu, pravé dvé nebo zadnou faleSnou minci.

Pokud tedy drzime v rukou hroméadku, o které vime, ze obsahuje 2 falesné mince, pak musime
udélat po kazdém rozdéleni na tii stejné hromddky (tuto operaci nazvéme ,krok*) dvé vazeni
a po k (k < n) krocich ndm zbude 3"~* minci, o kterych rozhodujeme.

Pokud v diléim kroku k zjistime, Zze mame dvé konkrétni hromadky, ve kterych je po jedné
fale$né minci, pak se dloha zméni na 2 ulohy o hledani jedné faleSné mince v hromadce, které
zaberou 2(n — k) vazeni. Celkem tedy potfebujeme nejméné 2k + 2(n — k) = 2n vézeni.

Pokud provedeme k = n — 1 kroku, coz odpovidd 2(n — 1) vazenim a zbudou posledni 3 mince,
mezi kterymi jsou obé falesné, potom k findlnimu rozhodnuti sta¢i uz jen jediné vazeni. Tedy
celkem potfebujeme nejméné 2(n — 1) + 1 = 2n — 1 vézeni.

Abychom tedy méli absolutni jistotu, ze jsme nasli mezi 3" mincemi dvé falesné mince, musime
provést nejméné max{2n,2n — 1} = 2n vazeni.



8. Méjme 3D sit 3x3x3 slozenou z 27 ocislovanych bodu dle Obrazku 6. Témito body vedme cestu
reprezentovanou vektorem éisel (pozic) tak, abychom navstivili kazdy bod pravé jednou. Kolik
takovych cest dostaneme, pokud zacneme ve stiedu sité, tj. na pozici ¢islo 147 Davejte pozor
a nepocitejte rotacéné symetricka feseni vicekrat.

19 20 21

/
10 11 13

/ / /

1 2 3

/ 4 /

25 26 27

16/ 1"/ 18/
/ / %

Obrazek 6: 3D sit o¢islovanych bodu k zadani pifkladu 8

Reseni piikladu 8: Jak uz bylo feceno v zadéni, budeme reprezentovat mozné feseni vektorem
¢isel. Tento vektor bude mit na prvni pozici ¢islo 14. Musime postupné projit celou 3D siti tak,
abychom navstivili vSech 27 pozic. Kazdy vektor tedy bude mit 27 pozic.

Postupnym prochézenim sité si v§imneme, ze se sudymi ¢isly ve vektoru sousedi vyhradné licha
a naopak. Znamena to tedy, ze ve vektoru se musi sudé a licha ¢isla stfidat. Vzhledem k tomu, ze
musime projit 27 pozic s hodnotami 1, 2, ..., 27, vychazi 14 pozic s lichym ¢islem a 13 pozic se
sudym ¢islem. Na to, aby mohlo dojit k pravidelnému stiidani sudych a lichych ¢isel v hledaném
vektoru, je nutné zacinat lichym ¢islem. Protoze ¢islo 14 neni liché, neexistuje zaddnd moznost,
jak danou sif piedepsanym zptsobem projit.

10



9. Jsou déna kladnd ¢isla aq,ag, ..., a,, kde n € N. Dvojici indext (k, m) nazveme ,dobrou® pro
kazdé 7 =1,...,n, kdyz
(ar 4 a;)(m — k) > (ar + am)(j — k) (16)

a nazveme ,Spatnou”, kdyz
(ar + az)(m — k) = (ak + am)(m — j). (17)

Dokazte, ze existuje nejméné jedna dvojce indexu (k, m), kterou nazveme ,,dobrou“ a ,Spatnou”
soucasne.

Reseni piikladu 9: K feenf tilohy ndm pomuze grafickd predstava o situaci. Zavedeme pravoihlou

soufadnou soustavu, kde na vodorovnou osu budeme nanédset hodnoty indext ¢ = 1,...,n a na
svislou hodnoty a;, i = 1,...,n. Na pfislusné pozici o soutadnicich [i, a;] vyznaéime body, viz
Obrazek 7.
a;
[ ] L
L]

a0+ L]

aq 4 )

as+ . .

2345678010 i

Obrazek 7: Graficka predstava k ptikladu 9

V nerovnicich (16) a (17) se vyskytuji rozdily m — k, j — k, m — j, coz vyjadiuje rozdil z-ovych
soufadnic piislusnych bodu. Soucty ar+am, ar + aj, am + a; si zapiSeme jako rozdily a,, —(—ag),
aj — (—ag), am — (—a;) a muzeme je povazovat za rozdily y-ovych souradnic bodu z Obrazku
7, které ovSéem doplnime o body se soutadnicemi [i, —a;],i € 1,...,n zndzornéné kiizkem, viz

Obréazek 8.

@i

al+ =

To 345678610

—ajt X

Obrazek 8: Doplnéni bodu se souradnicemi [i, —a;], i =1,...,n
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Nerovnosti (16) a (17) vyjadiuji vztah mezi smérnicemi pfimek. Nerovnost (16) porovnava
smérnice pifmek danych body [k, —ag],[m,an] a body [k, —ax],[j,a;], 7 = 1,...,n. Nerov-
nost (17) porovnava smérnice pifmek danych body [k, —ag], [m,an] a body [j,—a;], [m, am),
j=1,...,n. Uvedené dvojice bodu urcuji vektory.

Pro dalsi uvahy je dobré si uvédomit, ze vztah mezi dvojici vektoru se dé popsat napiiklad
pomoci jejich vzdjemné orientace. Pro vektor (uy,us), ktery je oproti vektoru (vi,v2) otoceny
po sméru obéhu hodinovych rucicek, tj. zaporné, viz Obrazek 9, plati

u1v9 — ugvy > 0. (18)

s (111- 152)

Obrazek 9: Zaporn4 orientace vektoru (ug,us) vzhledem k vektoru (vy,v9)

Nerovnosti (16) a (17) interpretujeme pomoci Obrazku 10 nésledovné. Najdeme piimku, kterd
od sebe oddéluje body [i, —a;], i = 1,...n oznacené kiizkem a body [i,a;], ¢ = 1,...n oznacené
puntikem tak, ze puntiky budou vSechny nad tou piimkou nebo na ni a ki¥izky budou vSechny
pod touto piimkou nebo na ni, viz Obrazek 10.

@

aj+
A

Obréazek 10: Urceni ,dobré“ a ,Spatné“ dvojice (k,m)

Vektor uréeny body [k, —ax|, [m, a,] nalezenymi vyse uvedenym postupem je orientovan zaporné
vuci libovolnému vektoru [k, —agl, [J, a;], j = 1,...,n nebo s nim splyva, tedy plati

(m —k)(a; + ax) — (am + ag)(j — k) > 0,

coz je ve skutecnosti nerovnost (16) a tedy (k, m) jsou ,dobra*“ dvojice.

Tedy pro dobré ,dvojice“ jisté plati pro Vj = 1,...,n podminka

m > k. (19)
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Zde ukonc¢ime naSe geometrické predstavy a budeme se vénovat dpravé obou nerovnosti (16)
a (17), jejichz levé strany jsou stejné. Po jejich secteni dostdvame

2(ak +a;)(m —k) > (ak + am)(j — k+m — j), (20)
2(ar +aj)(m — k) > (ag + am)(m — k). (21)
Po vydéleni ¢islem m — k plati
2(ax + aj) > (a + am), (22)
tedy
2a; > am — ag. (23)
Podminka (23) ovSem nemuze byt splnéna pro Vj = 1,...,n, tedy soucasné ,dobrd“ a ,Spatnd*“

dvojice indexu (k, m) neexistuje.
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10. Posloupnost je dana rekurentnim vzorcem a,, = 2a,,—1 + 5an_2 — 6a,_3, pro n > 4 a hodnotami
prvnich t¥i ¢lent a1 = 30, a2 = 60 a ag = 90. Urcete explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti
pro n > 4.

Reseni piikladu 10: Pfi feeni pouzijeme standardni postup pro prevédeéni rekurentniho zapisu
na explicitni vzorec. K rovnici

ap = 2051 + Day_9 — 6ay,_3 (24)
priradime charakteristickou rovnici
3 =2 +5t— 6

a urcime jeji feSeni t; = 1, to = —2 a t3 = 3. Potom posloupnosti {1"}>7,, {(—=2)"} 2, a {3"},2,

vyhovuji rovnici (24). Explicitni vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti je potom
an=c1-1"+co- (=2)"+¢3-3",  kde c1,c9,c3 €R. (25)

Jelikoz médme zadany prvni tii ¢leny posloupnosti a; = 30, as = 60 a ag = 90, sestavime soustavu
tii rovnic o tfech neznamych c1, co a c3

30=cp -1 4o (=2)t +c3-31,
60 =c1-12+ ¢y (=2)% +c3- 32, (26)
90 =cp -1 +co-(—2)%+c3- 33,

jejimz feSenim je ¢ = 25, co = 2 a c¢3 = 3. Dosazenim téchto hodnot do vztahu (25) ziskdme
hledany explicitni vzorec
an=25+2-(-2)"+3-3".
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